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CLASSIFICATION DER FLACHEN NACH DER TRANSFORMATIONSGRUPPE 

IHRER GBODATISCHBN CURVEN. 



Bei Untersuchungen Uber gewohnliche oder paitielle DiiFerential-Gleichungen 
verdienen solche Eigenschaften derselben eine besondere Auftnerksamkeit, die bei 
beliebigen JPunkt -TrQ,us£om\Q,iior\en (oder Beruhrvngs 'Trsin^tormsitionGii) ungeandert 
bleiben. Wichtig ist ein solches Studium, u, A. auch deswegen, weil bei den gewohn- 
lichen Integi'ations-Methoden eben solche Eigenschaften in Betracht kommen. In 
genauster Verbindung mit dem soeben besprochenen Probleme steht die Aufgabe, zu 
untersuchen, ob eine oder raehrere vorgelegte Gleichungen durch zvveckniassigen Coor- 
dinatenwahl auf eine gewisse Form gebracht werden kcinnen*). 

Die hiemiit definirte Untersuchungsrichtung, die ich seit 1872 consequent ver- 
folgt habe, ftihrte ich flir die partiellen Differential -Gleichungen 1. O., wenn ich 
nicht irre, glUcklich durch in einigen Abhandlungen, die in Mathematwche Annalen^ 
Bd. VIII, IX, XI gedruckt sind. (Sieh auch die Berichte der Gesellschaft der Wis- 
senschaften zu Christiania, 1872, 1873 und 1874). 

Was partielle Differential -Gleichungen hoherer Ordnung wie auch gewohnliche 
Differential -Gleichungen betrifft, so habe ich mich bis jetzt wesentlich auf Andeutun- 
gen beschrancken mlissen. Es war mir in der That nothwendig, zuerst eine unifangs- 
reiche Hulf- Theorie, die Theorie der Transformationsgruppen zu entwickeln. In Got- 
tinger Nachrichten 1874, N<^ 22 gab ich eine Aufeahlung von alien Gruppen einer 
zweifach-ausgedehnten Mannigfaltigkeit, indem ich zugleich angab, dass sich hierauf 
eine rationelle Integrations -Theorie solcher Gleichungen 



*) Wiinscht man z. B. zu wiasen, ob aus einem vorgelegten Systeme Gleichungen zwischen 
x^a^ . , , XnPi ' ' .pn und den hoheren Differential - Quotienten von z eine gewisse Anzahl der Grosseo 
Xj p weggeschafft Werden kann, so genugt es, die Transformationsgruppe des betrefFenden Gleichungs- 
Systems zu bestimmen. . 
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die Uberhaupt eine Transfomiatioiisgruppe besassen, begrlliiden liesse. Sodann gab 
ich in Arhiv for Maihematik og Nahirvidenskah Bd. I. und III. in vier Abhandlun- 
gen eine ausflihrliche Theorie der Transformationsgruppen einer zweifach ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit. Und in weiteren Abhandlungen beabsichtige ich die Transforma- 
tions -Theorie einer w-fach ausgedehnten Mannigfaltigkeit zu entwickeln. 

Indeni ich mich jetzt zur Vervvei1;hung meiner Transformations -Theorie fUr 
gewohnliche Differential -Gleichungen wende, halte ich es flir zweckmUssig, zuerst an 
eineni speciellen Beispiele die Tragweite und Uberhaupt das Wesenm einer Untersuch- 
ungsmethode auseinanderzusetzen. Und hierzu scheint mir die Differential - Gleichung 
der geodatischen Curven einer FlSche sich sehr gut zu eignen. Ich werde daher ver- 
suchen in der nachstehenden Abhandbmg die Transfonnationsgnippe der soeben be- 
sprochenen Differential -Gleichung zu untersuchen. 

Ist das Bogenelement einer FlSche auf die Form 

cfe* = ^{^y) ^ dy 

gebracht, so werden die geodStischen Cui-ven dieser FlSche bekanntlich durch die 
Gleichung 2. 0. 

dx 



<Lr^ dx dx dy \ 



bestimmt. Ist nun F eine arhiirdre Funktion. von x und y, so gestattet diese Gleich- 
ung keine infinitesimale Punkt- Transformation. Das heisst, es ist in diesem allgemei- 
nen Falle unmoglich den Grossen x und y solche Incremente 

Sx = 'i{xy) St^ Jy = ri{xy)St 

zu geben, dass jede geodatische Curve in eine ebensolche, infinitesimal benachbarte 
Curve Ubergeflihrt wird. Es stellt sich daher die Aufgabe, die Grosse F in allge- 
meinster Weise derart zu bestimmen, dass die Differential -Gleichung der geodStischen 
Curven eine infinitesimale Transformation gestattet. Ich zeige, dass es drei vei^schie- 
dene Fldchen- Classen giebt, die diese Forderung erflillen. 1 ) Entweder kann F durch 
Einftihrung von zweckmassigen Funktionen bez. von x und von y als neues x und 
als neues y die Form 

F= e"' *(x — y) (a = Const.) 

erhalten. Jede hierher gehorige Flfiche besitzt die charakteristische Eigenschaft auf 
rx} mit ihr aehnlichen FlSchen abwickelbar zu sein. 2) Oder auch kann F die Form 

y <p{x) -\- <P{x) 

erhalten. Dabei sind <p{x) and ^(a;) ntlher bestimmt durch zwei gewShnliche Difle- 
rentialgleichungen, die ich integrire. Oder endlich kann F die Form 

F= (p{x -\-y)-\- *P{x — y) 
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erhalten*). Dabei sind wiederum (p und * durch gewohnliche Diflferential-Gleichun- 
gen als Funktionen ihrer Arguinente nSher bestimiut. Ich gebe mehrere bemerkens- 
werthe Particularlosungen dieser Gleichungen, die jedocli nioglicherweise noch weitere 
Losungen besitzen konnen, 

Ich suche sodann alle FlScheii, deren geodfttische Curven mehrere inf. Trans- 
formationen gestatten. Diese Transforiiiatioiieu bilden dabei eo ipso eine Gruppe. 
Indem ich Beltrami's und ScJdaflUs Untersuchungen liber Flachen von constantem 
Kriimmungs^iaase mit meinen eigenen Untersuchungen liber Transformationsgnippen 
verbinde, erkenne ich, dass nur die FlSchen von constantem Xrtlmmungsmaase mehr 
als drei uiid zwar acht infinitesimale Transfonnationen ihrer geodatischen Curven 
gestatten. 

Ich suche zunSchst alle Flachen, deren geodatische Curven mehrere conforme 
inf. Transformationen gestatten. Ich zeige, dass alle diese FlSchen durch die Gleichung 

F=A.{x-yf 

bestimmt sind. (Unter diesen merkwllrdigen FlSchen findet sich inibesondere die Ro- 
tationsflache einer Curve 3. O. mit Spitze). Soil imsere Flache mehr als zwei con- 
forme inf. Transformationen gestatten, so muss m= — 2 sein; dann aber hat sie con- 
stantes Krlimmungsttiaas. 

Ich suche sodann alle Flachen, die sowohl meiner ersten wie meiner zweiten 
Classe angehbren, deren Bogenelement daher sowohl die Form 

ds * = e "* 4>{x — y)dxdy 
wie die Form 

ds^z=i{y (p{x) -}- *(«) )dxdy 

erhalten kann. Ich zeige, dass alle derartige Flachen durch die Gleichung 

F=yx-^D (2)= Const.) 

bestimmt sind. Alle diese Flachen gehoren zugleich meiner dritten Classe; ihre geo- 
datische Curven gestatten drei verschiedene infinitesimale Transformationen. Diese 
Flachen sind die einzigen, die gleichzeitig der zweiten und der dritten Classe an- 
gehSren. 

Ich suche endlich alle Flachen, die gleichzeitig der ersten und der dritten 
Classe angehoren. Ausser der frtther genannten Flachen F=:zyx'\-D giebt es noch 

weitere Flachenfamilien z. B. 

F=x-\-iy, 



die diese Forderung erftlllen. Ich bestimme alle diese Flachen. 



"*) LiauviUe beBtimmt die geod&tischen Curven aller Flachen, deren Bogenelement die Form 

d8*=z (<(p(a; + y) + 0{x — y))dxdy besitzt. 
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Nach Jdcohi kemit man eineii Multiplicator der DiifFerential-Gleichung der geo- 
datischen Curven- Keniit man nun zugleich eine inf. Transformation dieser Gleichung, 
so ist es nach einem Satze von mir (Math. Ann. Bd. XI., p. 508) im Allgemeinen 
moglich eine oder unter Umstanden sogar zwei Losungen durcli Differentiation herzu- 
leiten. Diese Theorie giebt mir eine bemerkenswerthe Bestimmung der geodatischen 
Curven aller FlSchen, die der zweiten oder dritten Classe angeliSren. 

Bekanntlich hat Chrisioffel schon frUher eine Classification der Flachen nach 
dem Verhalteu der auf der FlUche gelegenen geodatischen Dreiecke gegebeii (Ab- 
handlungen der Academic der Wissenschaften zu Berlin, 1868). Wenn ich nicht 
irre, ist jedoch das Christoffelsche Eintheilungs - Princip von dem meinigen ganzlich 
verschieden. Nach meiner Auffassung hat ineiii Classifications - Princip einen mehr 
elementaren Charakter als das Christoffelsche. In Folge dessen ist es mir grossten- 
theils gelungen, diejenigen Flachen, die meinen verschiedenen Classen und Unterclas- 
sen angehoren, wirklich zu bestimmen. Auf der anderen Seite brauche ich nicht 
hervorzuheben, dass ChrisioffeVs Abhandlung einen allgemeineren Charakter als die 
meinige besitzt. 



§ 1. 

Analytische Formtdirung des Problems. 
1. Soil die lineare partielle Differential -Gleichung 

die infinitesimale Transformation 

gestatten, so ist nach meinen frllheren Untersuchungen (Chrlstiania, GeselLscliaft der 
Wissenschafiben, 1874, p. 255 u. s. w; Math. Annalen Bd. XL, p. 495 u. s. w.) dazu 
nothwendig und hinreichend, dass eine Relation der Form 

A{B{/))-B{A(/)) = <p{xyz).A(J) 
identisch stattfindet. 

Sei jetzt vorgelegt eine gewohnliche Differential- Gleichung 2. O. 

unci lass una verlangen, dass dieselbe die infinitesimale JRmw/c/ - Transformation 
(2) ^x = i{xy)fit, dy=ii(xy)(n 
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gestattet. Um diese Fordening analytiich zu fomiuliren, berechne ich zuerst den Zu- 
wachs des Differential- Quo tieii ten . venuoge dcr inf. Transformation. Es ist 

J S dy J 8 dx 

d dy^_'^-Jt-''!f- St 
6t dx dx^ 

und durch Vertausclmng der Symbole (i und d konimt 

A '^y .--^"^'^'^ ^' -'^ y'^8't _dxdti — dyd^ 
3t dx d>x* fLv^ 

woraiLs 

d di/ dtj 1^ dy dr^ dy dS I dy \* dS 

dt dx dx "■ dx dy d^ (Lc \ dx j dy 

Folglich vvird die infinitesimale Punkt-TraiLsforniation (2) nacli iinserer gewcJlinlichen 
Terniinologie reprKsentirt durch das Symbol 

^^ ~^ dx'^^ dy~^\dx'^ dx dy d^ dx dx dy ] dy' ' 

WO '§ und n nur von x und y abh^ngen. 

Andererseits ist die Gleichung (1) bekanntlicli aequivalent mit der linearen 
partiellen Gleichung 

4(/)=|+j'|+^xj,j,')|. = 0. 

* 

Soil daher die Gleichung (1) die uif. Transformation (2) gesttitten, so ist dazu noth- 
wendig und hinreichend, dass eine Relation der Form 

A{B{f))-B{A{f)) = X.A{f) 

stattiindet. Aber diese Gleichung lost sich in die drei folgenden auf 

dx^y dy *■' 
^^ J_ ,/' *^ — iilA.,,'^'^— ■,,' ^^ — »/'» '^^ 1 — 1 »' 

dx^y iiy \dx^y dy y iix y dy]~ y ^ 

dai^'y dxdy " tbe* "^ dxdy 



(») 



^y \dxdy^y dy* ^ dxdy ^ dy* 

, i dr, dS a /d^\ -dali dii< 

+ ^dy - d.. -^y dy]-^ dx -'idy 

\dx^y dy y dx y dyjdy- — *-^' 

unter deneii die erste die Grosse X bestiimut, wiihrend die zweite ideiitisch besteht, so 
dass wir nur ei7ie Bedingiings- Gleichung erhalten. 



0) - 



2. Die geodlltischen Curveii eiiier FlH«lie, deren Bogeneleinent auf die Form 

ds — fFdx dfj = YKy'. dx 

gebracht ist, sind nach den llegelii der Variations -Rechii 11 ng bestininit diirch die 
Gleichung 

<rfYFj'.dx = Q, 

oder diu-ch die aequivalente Differential -Gleichung 

d{V'FV^) _ d diVFVy)^^ 

dy dx d.y' ^ 

die durcjli Aiisftlliniiig die Form, 

d'!/ ^ , d (log F) _ djlog F) 
dx^ "^ dx dy 

aiiiiinimt. Um die folgendeii llechimngen zu vereiiifachen, setzen wir 

\ogF=iw^ 
iind also wird 

ds = e^ Yy'.dx 

die Form des Bogenelements uiid 

d^y , dw ,0 dw 

— - = V ?/ * - 

dx^ '^ dx *^ dy 

die Differential -Gleichung der geodStischen Curven. 

3. SoUen daher die geodatischen Curven einer FlSche die inf. Punkt-Trans- 
formation f ;J7 -|- ^/ -p gestatten, so ist nach Nmnmer 1 dazu erforderlich imd hin- 
reichend, dass die Gleichung 

dx.^'^'^y d^y~y d:x^~ y l^y'^y dy*~^ dy^ 

'^[y dx y dy) \dy ■ ~d:t ""^ dy J ^\^ rf.r« 2^ dx dy 

'[y dxdy y dy*j- [dx^y dy y dx y dyjydx ^^y dy 
,dw ,j dw\ I d^ 



y dx y dy 



)(2+^'l)=» 



stattfindet. Aber diese Gleichung zerlegt sich da ^, ?; und to nur von x und y ab- 
hangen, in die vier folgenden: 



7 — 



(4) 



d^7] dtj dw ^ 

dx^ dx dx ' 

d^S, 1^ d^ dw ^ 

dy^ • dy dy ' 



^ d^ifj d*^ J. d*w d^w _\a<i^ ^W7 dw dS ^ 

da dy da* da* ' da dy"^ da dy da da ' 

^ d*^ ^^ d*rj ^^ J. d*w i" d*w a <^f rft/7 j^ dw dtj ^ 

da dv^^ du* •" '^ da dy ' ' rfv* ^v ^/a* ' du dv ' 



da dy * dy* ' da dy ^ ^ dy* dy da ' dy dy 

rait deren Integration wir uns jetzt beschaftigen werdeu. Dabei werden wir drei ver- 
schiedene Falle separat beliandeln mllssen. Im Paragraph 2 behandeln wir den an- 
scheinend speciellen Fall^ der sich jedocb. als der allgemeinste Fall ergiebt, dass 

da ' dy 

ist. Dieser Fall lasst sich bekanntlich geometrisch dadurch charakterisiren, dass die 
betrefFende infinitesimale Transformation conform ist. 

In Paragraph 3 erledigen wir sodann den Fall, dass die eine unterden GrSssen 

-J- J -T ■ gleich Null, die zweite von Null verschieden ist. Endlich in Paragraph 4 

setzen wir vorails, dass diese beiden Grossen von Null verschieden sind. 



§ 2. 

Gestatten (lie geoddtwclien Ourven eine amforme inf. Trangfortnaiion, so Idsst gio/i die Fldehe 

ahwidceln auf eine Spiralflaxhe. 



4. Verlangen wir, dass 



d| d^ 

dy ' dx ^' 



sein soil, so sind die beiden ersten Grleichungen (4) eo ipso identisch erfllllt; wKhrend 
die beiden letzten Gleichungen (4) in die folgenden Ubergehen 

lLx*~^^die*~^'^^dily'^lbcdx~^ 

<i*jj, d^_\^^d*w_.dw drj_^ 
dy^^^ dxdy^ ' dy* ^ dy dy ^ 

Dieselben sind vollstilndige Differential - Quotienten : 

d I d§ j^ dw ^^ dw\ „ 

da!\dic'T'^d^~^^d^j~' 
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uiid also kommt durch Integration 



(5) 



( dt , ^ dw . dw , V 



dy ^ dx ^ * dy 

Hier konneii nun verschiedene Falle eintreten, indem | und ?/ entweder gleich Null 
oder von Null verschieden sein konnen. 

Sind I und r^ beide von Null verschieden, so konnen wir, indem wir zweck- 
massige Funktionen x\x) und y'(y) als neues x und neues y einflihren, immer errei- 
chen^ dass | und ?/ gleich 1 werden. In der That es ist 

dx' dx' 8x dx' ,. 

Si^^'dx dt dx *' 

dt dy dt dy ^' 
IVIan braucht daher nur x' und y^ durch die Differential - Gleichungen 

dx' .. - du' - 

zu bestimnien, um das envUnschte Resultat zu erreichen. Wir konnen daher in (5) 
1 1=1, und 7j=l setzen. Dies giebt 

dw , dw f X 

fl(i(7 I dw - / V 

'di'^'d^—J^^^' 

woraus folgt, dass y(y) =:/(a;) = Const, sein muss. Also wird 

w = q{x — y)-\- Ax {A = Const.) , 

womit der Fall, dass ^ und ij beide von Null verschieden sind, erledigt ist. 

Da ^ und /y riicht gleichzeitig verschwinden dUrfen, inden sonst unsere inf. Trans- 
formation alle Punkte der Flache invariant liesse, so steht jetzt nur der Fall zurlick, 
dass die eine der Grossen $ und // verschwindet, wahrend die zweite von Null ver- 
schieden ist. Sei z. B. 

1 = 0, 7?:^0. 

Alsdann konnen wir immer durch Einflihrung einer zweckmSLssigen Funktion von y 
als neues y erreichen, dass tj= 1 wird. Also gehen die Gleichungen (5) in 

dw 



tlber ; woraus 



^y = v>iy)=f{^)=A^ 
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w = Ay -\-/{x), e' = Y(j,) . X{x). 
Dies ist aber eine developpable Flilche. 

5. Die Gleichiingen (5) sind eiiier eleganten Interpretation iUhig, wie ich jetzt 
zeigeii werde. Aus (5) folgt zunSchst 

worans, indeni ich mit B eine Constante bezeichne, 
(6) * { ' 



\ /(«') = 



dx 

Dies vorausgesetzt, deiike ich mich auf die Gleichung 
(7) d6^=:e^dxdy 

iinsere inf. Transfonnation ausgeftlhrt. Es kommt 

nun aber ist 
also wird 

woraiis durch Berilcksichtigung von (5) (6) und (7) 

j-^ ids') =z B ds' 
odev 

Durch unsere inf. Tran^formaiion werden daher alle Ldngen nach demselben 
Verhdlinisse gedndert^. 



*) Es ist iibrigens aQsserst einfach diesen Satz durch synthetische Betrachtungen zu beweisen 
uud gleichzeitig auf n Dimensionen auszudehnen. Durch unsere inf. Transformation gehen nehmlich alle 
oo^ durch einen Punkt gehenden geodHtischen Curven in eino ebensolehe Curven-Schaar iiber. Und da 
die Transformation conform sein soil, so geht jeder geodatischer Kreis, der die vorgeleg^e Curven- 
Schaar orthogonal schneidet, in einen geodatischen Kreis tiber. Aber hieraus folgt unser Satz als 
Corollar. 
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In Mheren Abhandlungen (z. B. Math. Ann. Bd. 5, pg. 204, 1872) beschaftigte 
ich niich gelegentlich mit Flachen, die eine beliebige, gleichzeitig lineare und con- 
fomie, infinitesimale Punkt- Transformation gestatteten. Ich zeigte, dass die Haupttan- 
gentencurven vir>d die Krlinnnungslin ien dieser FlSchen, die sowohl die Rotation sflachen 
wie die SchraubenflUchen als specielle FsUe umfassen, bestimmt werden konnen. Ich 
zeigte femer, dass die Bestimnumg der geodatischen Curven dieser FlSchen, die ich 
Spiraljiachen genannt habe, nur die Integration einer gewohnlichen Differential - 
Gleichung erster Ordnung verlangt. 

Es ist nach dem Vorangehenden einleuchtend, dass das Bogenelenient einer 
jeden SpiralflKche, wie auch jeder auf eine Spiralflache abwickelbaren KlILche die Form 

ds* = e'''<P{x — y) 

besitzt. Andererseits ist auch nicht schwer zu erkennen, das jede Flache, deren Bo- 
genelenient diese Form besitzt, auf eine SpiralflUche abgewickelt werden kann. Da 
indess Herr M. Levy (Comptes rendiLs 18 November 1878), wie ich wShrend des 
Druckes dieser Abhandlung bemerke, soeben diesen letzten Satz bewiesen hat, kann 
ich mich darauf besclirancken, auf die citirte Note, die ausserdem einen aiideren ele- 
ganten Satz enthalt, zu verweiseii*). 



§3. 

ErlediffUftg (les Fatles - - = 0, ^ ^ 0. Die zweite Fldchen- Classe. 

Wir erledigen jetzt die Hypothese 

ay ' dx 

Indem wir zweckmassige Funktionen x\x) und y\y) als neues x und neues y einfUh- 
ren, erreichen wir, dass die unserer Hypothese entsprechenden Fliichen keine arbitrare 
Funktion sondem nur gewisse Constanten enthalten. Wir bestimmen alle diese Flachen. 

6. Die Bedingungs-Gleichungen (4) reduciren sich in unserem Falle auf die 
drei Gleichungen 



'*') Man erhalt die allgemeinste Minimalflache, deren geodatische Curven eine conforme infinite- 
aimale Transformation geatatten, wenn man setzt 

F(«)=(c;+ (7, i) «-.+«. •• 

Man erhalt eine Holche Flache, indem man diejenige Minimalflache bestimmt, die eine logarithmische 
Spirale als geodatische Curve oder als Kriimmungslinie enthalt. 
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d^Tj dtj dw ^ 

dx^ da dx ' 

i-ifYi J Q d^f] d*S ;- ^^w' <^*^ _\9^^ ^^ ^^ ^^ n 

^ ' \ (Lrdf/ dx^ ^ <ii** ' dxdy^ dx di/ dx dv ' 

df/^ "^ ^ dxdi/ » ' %* ^ dy dy~ 

Die erste giebt 

I 

wo l'^ verschieden von Null sein muss; die dritte giebt 

Um die zweite zu integrireu, bemerken wir, djuss diese Gleichung folgenderinassen ge- 
schrieben werden kann 

d I ^ dtj d^ jj. dw dw \ _i *> ^i? dw ^ 

dx\ dy dx ^ dx dy j"^ dx dy 

Nun aber ist wegen (11) 

,r/ drj ^, \r d*''! w dw ^r dfj dw 

dx ^^ dady dy dx dy ^ 



also kommt 



r/orl'^rfy dx ^ dx ^dy^'^Y^j — ^' 



woraiis 



Ehe wir weiter geheii, zeigen wir, dass Y durch zweckniHssigen QxDrdinaten- 
wahl gleich 1 wird. Sei in der That y' das neue ?/, wShrend das alte x behalten 
wird. Alsdann ist 

e"' = e*"' -J^ ) 
dy 

^ _ ^ _ :^ !V _ ^y ^ / 

(U~ *~' dy' di ~ dy' ' ' 
dvj dy dif 



und also giebt (11): 



oder 



dx dy' dx ' 

Y(u\ ^^ ^'i — p^^ 

^^^dy'dx—^ dy 
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Bestinimt man daher y' durch die Gleichung 



so komnit 



'-^ = e-', 



Hieraus folgt sogleich, dass man in den Gleichungen (11) (12) (13) ohne we- 
sentHche Beschrfinckung Y= 1 setzen kann.* Und also Lst die gesuchte FlSttlien- 
Classe bestinimt durch die drei Gleichungen 






(14) 



- rf» dS ^ dw dtp / , 



die wir noch einnial integrireTi werdeii. Hierbei konneii zwei verscbiedeiie Falle. ein- 
treteu, die wir separat behandeln niUsseii. 



wird. 



7. 1st § :^ 0, so kBiinen wir immer die Grosse x denirt wahlen, dass ^ 
Alsdann nehmeii die Gleichungen (14) die Fomi 



1 



(15) 



woraus 



(150 

und durch Integration 

(16) 

Nun aber ist (15,2) 



also kommt 






df] , dw , dw 

— L _1_ «L. ^ 

dy ^ da ^ ' dy 



da 

^ dri dw 
dy dx 



=/(^), 



dw 



v^= <piy\ 



6 $ =f{x) + y(y) ==f{x) + n\y) 



dy 



drj 
dy 



&ri =yf{x)^n{y)-[-F{x), 
Qe''^yf'{x)-\-F\x). 



oder 
(17) 



{yf + i^O 7,' -f-/'^ 4-y(6/" - 4//') + (eif" - b/F'-\-/'F) = 



— ? 



1^/ 
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oder endlich 

woraus durch Integration 

{yj ' + F')n^ 2^(3/" - 2//') + yi^F" - ^fF' ^f'F) + *(x) = 0, 

so das8 n{y) jedenfalls die Form 

besltzt, wobei c^ und e^ Constanten sind. Ist nun e{x) :^ 0, so muss, da n von x 
unabhUngig sein soil, 

^\ = Const. = L , „,,\ = Const. = M 
f W F («) 

sein. In dieseni Falle wird (16,2) 

sodass die betreffende Fltlche developpahel sein muss. Indem wir daher von. den. 
developpahlen Fldchen wegsehen^ konnen wir setzen 

\Qri=yf{x)^c^y^c^^F{x). 
Hierdnrch geht (17) liber in 

(.y/' + F'\ c, +/'(c, y + c,) + ^(6/" - 4//') + {^F" - hfF' +fF) = 0, 
worans 
(18) J 6/''-4//'+2c,/'==0, 

lei?"- b/F' -f/'F-f c^ Jf" + c,/' := 0. 
Uni diese Gleichungen zu integriren, zetzen wir 

/-!=/., F-\-c, = F,, 

woraus 

Die erste Gleichung giebt 
woraus, . wenn a :^0^ folgt 



(19) 
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wShrend, weim a = 0^ folgt 

/ _~" / \ 

Uiii jetzt die Gleichung 

zu iiitegriren, benierken wir, dass F^ =/-|- ^i wegen (18,1) eiii particulJtres Integral 
derselben ist. Daher setzen wir 

and erhalten zur Bestinmiung von 12: 

woraus, weini a :s: ^j durch Division mit 3 : 

.und durch Integration 

n'^ = Ae^ co.-^ ''Sf+3. . (3 -J + a.tg. ?(-^-+-*)) 

Eine Quadratur giebt damach i2. 
Ist a = 0, so kommt 






woraus 



sodass i2' auch jetzt durch eine Quadratur gefimden wird. 
Hiennit sind alle FlSclien, die der Annalime 

entsprechen, bestinimt. Wir werden spater insbesondere auch diejenigen hierher ge- 
h()rigen FlSchenfaniilien bestinimeu, welche reelle FlSchen lief em*). 



*) Soil die Flache e^ zz yf* -\- F' constantea Kriimmungsinaas haben, so muss bekanntlich 
sein. Dies giebt F' f — F'\f' , woraus AF' -\ B/'zuO, was nur developpable Flachen liefert. 
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8. Es steht zurUck, diejenigen FlRclien zu bestimmen, welche der Annahme 
eiitsprechen. In diesem Falle nehmen die Gleichiingen (14) die Form 

dr , die 



thr , ate y., V 

4 + '' % =«^(*^' 



^ dtj dw . . , V 

^ 4-"^ d!,=v(y)^^-'vA 

woraiis 

und 

Diese Werthe eiiigesetzt in die Gleichung 

gebeii 

(20) {n'- hf){yf + f") + {yf+.^-\- P)f' = ", 

T^ [{yf + f") ^] - Wy - ^/F' + ^/' = 0, 

WO wir wie in der voraiigeheiiden Nummer erkeimen, dass die Annahme c(x) :^ 
niir developpable FlSclien liefert. Also kSnnen wir setzen 

sodass (20) die folgende Gestalt annimmt 

K - 5/) (yf + J^') + iyf+ ^y+c,-\- f)J' = o, 

woraus 

(2c,-4/)/'=0, 

S(xla8s f=A'=i Const wird. Also wird c* eine Function allein von x. Und folglioh 
liefert die Annahme $ = nur developpable Flachen. 
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§ 4- 



^ ^ rx <*«! 



Der Fcdl ~ ^0, /- ^ 0. Dk driOe Flachm- Clasae. 

dy ax 



Ich behandle jetzt den Fall 

und zeige, dass man iramer die Coordinaten x und y derart wShlen kann, dass 6* die 
bemerkenswerthe Fonn 

erlialt. Dabei sind die Groesen ip und ¥^, deren jede nur von eineni Argnmente 
abhangt, bestinimt durch gewohnliche Differential - Gleichungen , die ich allerdings* 
nicht integriren kann, wUhrend ich mehrere bemerkenswerthe Particularlosungen ge- 
funden habe. 

9. Die Bedingungs-Gleichungen (4) 

d^r] drj dw ^ 

dx* dx lUc ' 

d*^ rff dw ^ 

dy« dy dy ' 



(4) 



• ^ W/n* ' ^1 Of /T-ii I Jiff //•/ yTrt» tint ' 



dx dy dx* dx* * dx dy ^ dx dy dx dx 

^ d*^ ^. ^*'?_i & ^**^ _i ^^^ 9 ^^ ^^ _i ^"^ ^'? n 

dx dv ' dii* ' dx dfj^ ' dv^ dy dx ' du dv ' 



dx dy ' dy* ^ dx dy ^ ' dy* dy dx ' dy dy 

gestatten auch jetzt eine erste Integration. Die beiden ersten Gleichungen geben 
nehmlich 

(21) ^(2')£ = «" = ^H|'. 

WO, wie wir zeigen werden, X und Y gleich 1 gesetzt werdeu koniien. 
Wir fllhren neue Variable x' und y' ein. Es ist 

^ dx daf dx .^, 

^~ d^' ~dt ~ d^' ^ '^ 

^~dy' dt ~ dy'^ ^ 

*) LiouvUle hat bekanntlich gezeigt, dass die geodatischen Curven einer Flache, deren Bogen- 

element auf die Form 

d«« = [tlix + y) + V(<c -y)]<h;dy 

gebracht ist, bestimmt werden k5nnen. (Yergleiche LiouviUes Ausgabe von Monges Applications d'a- 
nalyse a la Geometrie p. 579). 
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also kommt 



dy 



i|' dy' 
dy' dy ' 


Y 


drj 
dx 


dy' dx' 


daf 
dx 


e'—e"' 


da^ 
dx 


dy' 
dy 







und also nimmt (21) die Form 

Y d^ d^' dy' '_^ . ^, dx' dy' y dy drj' dx' 

dx' dy' dy dx dy dy' da' dx 

Wahlt man daher x' und y^ derart, daas 

dx'=yXdx, dy' = yYdy, 
so kommt, wenn wir statt x und y' bez. x und y sclireiben, 

und 

d^T) „dw drj dw d^^ dw d^ dw 

da dy dy . da dy da dy da dy dx 

Hierdurch nehmen die beiden letzten Bedingungs-Gleichungen (4) die Form 

dx\'^ dy dx ^ dx ^ dy]~'> dy\ ,ix^ dy^^ dx ^^ dy \~ "> 

woraus durch Integration 

/aa\ e ^,1} d^ .,dw dw ,, . e ^B , dl] , ^ dw . dw ., . 

Die vereinigten Gleichungen (21) und (22) sind aequivalent mit den Gleichungen (4). 
Die Gleichungen (21') zeigen, dass man setzen kann 



dV dU ^ d*U 



^ . ^. »^V W ^jp 



dx ^ * dy ^ dx dy . . 

und zwar ist liierbei die Bestimmuu^ unserer FlSchen - Classe reducirt auf die Bestim- 
nmng der Funktion U. Durch Addition der Gleichungen (22) kommt 

.«(r--2-)=/w+%). 



.ld*U d*U\ j-f \ I ,/ \ 



Folglich besitzt U die Form 

U=<p{x-\-,y)-\-<P{x-y)-\-X{x)-\-Yiy\ . 
und es wird 

(23) | = ^'-^*'^X', ri = (p' — 4>'-{-Y\ e'' = ip' — <P\ 

Es steht somit nur zurttck, die vier Funktionen 9, 0, X, Y, deren jede nur von 



i 
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einem Arguiuente abhaiigt, zu bestimmen. Zu diesem Zwecke substituiren wir die 
Werthe (23) in (22), wodurch kommt 

woraus durch Addition 

6 y-ez" =%)+/(«) . 

und 

(22") 6F" = %) + ^, 6X'' = A — /(a;), (^ = Const.) 

womit die Groasen k{y) und /(x) bestimmt sind. Hierdurch reduciren die beiden 
Gleichimgen (22') sich auf die eiiizige Gleichiing 

(24) 0=4+ 4(<,'+ *o - (A-+ Y")- ^'g--^<^'^"'+^y-r")+^'(-^"'+^'::) , 

die die vier Funktionen y, 0, A'', Y bestimmt. 

Es Lst mir nicht gelungen, diese Gleichung in erschopfender Weise zu behan- 
deln, wahrend icb melirere bemerkenswerthe particulare Losungen durch specielle Me- 
thoden gefunden habe. Ich eriimere im Uebrigen daran, dass man aus (24) durch 
DiflFerentiation und Elimination von drei unter den vier unbekannten Funktionen eine 
gewohnliche DiflFerential- Gleichung zur Bestimmung der vierten Funktion herleiten 
kann. (Man vergleiche Abels Werke, Bd. L, pg. 1, der neuen balderscheinenden 
Aufigabe). 

10. Eine ziemlich allgemeine Losung von (24) erhalt man, indem man setzt 

X^ = ax^ Y' = ay^ 

wo a eine Constante ist. Hierdurch nimmt (24) die Form 

(A-2a)<^''+49)''«-2<pV''--a(a; + y)(/)'''-(^-2a)0''-40''*+20'*'" 

und zerlegt sich daher in die beiden Gleichungen 

J J9 + (^ — 2a)(/)^' -I-49)"* — 2 (/)V" — a(a: + y) (/)'"= 0, 

I 5 + (4 — 2«)*''+4*"» — 2*'*'"— a(ic — y)*'"=0, 

wo B eine arbitrSre Constante bezeichnet. 

Um diese Gleichungen, die dieselbe Form bezitzen, zu integriren, setze ich 

woraus 

J5 — ^-|-2a*) + (4 — 6a)v''+4v"*— 2v>"'=0, 
(26) i ' 



(25) 
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Es handelt sich also darum eine Gleichung der Form 

zii integriren. Ich setze yj'z=z^ yj'' = u und betrachte u als eine unbekannte Fuiik- 
tion von z. Es ist i//'" = u - v , und also konimt 



dz 

dz 2udu 



dz 



welche Gleichung sich unmittelbar integriren ISsst. Hierdurch wird i//" bestiranit als 
Funktion von \\)\ etwa tf;'' = F{tp^)\ also kommt 

woniit tp' bestimmt ist. Hiernach findet man t/;" durch Differentiation. Wenn die 
Cionstanten L und M allgemeine Werthe haben, so wUrde die zwischen rp^ und y/" 
gefundene Relation sich nicht auflosen lassen. Es ist indess moglich diese SchAvierig- 
keit zu vermeiden, worauf ich jedoch nicht naher eingehe. 

Man sieht somit, dass die Annahme X' = aXy Y'^=^ay wirklich eine hierher 
gehorige FlSchen- Categoric liefert, die sich durch Quadratur bestimmen ISsst. Es ist 
Ubrigens leicht zu erkennen, dass man ohne BeschrSnckung a = setzen darf. 

Zu bemerken ist, dass man eine beliebige Losung t//' von (26,1) mit einer be- 
liebigen Losung V von (26,2) verbinden kann. Insbesondere kann.man W'=K 
= Const, setzen, indem diese Annahme wirklich (26,2) identisch befiiedigt. Die ent- 
sprechenden FlSchen sind KotationsflKchen, deren geodStische Curven somit zwei infi- 
nitesimale Transformationen gestatten. 

Es wird sich spSter (§ 5, N^ 12) ergeben, dass die hiermit gefundenen Flachen 
eine wohl definirte Unterabtheilung der dritten Classe bilden. SpSter bestimmen wir 
einige weitere FlSchenfamilien, die der dritten Classe angehoren, und welche sich 
dadurch charakterisiren lassen, dass sie zugleich der ersten oder zweiten Classe an- 
gehoren. 

§ 5. 

Besdmmung der geoddtiseheti Cv/nyen, 

Wenn die geodStischen Curven einer Flache eine oder mehrere inf. Transfor- 
mationen gestatten, so vereinfacht sich imnier die Bestimmung der geodStischen Cur- 
ven. Gehoit insbesondere die Flache meiner zweiten oder meiner dritten Flfichen- 
Classe, so verlangt jene Bestimmung nur Differentiation und Quadratiu", in gewissen 

merkwtirdigen Fallen sogar nur Differentiation. 

3* 
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t 

( 

Inclein ich nun dies nachweisen werde, setze ich der Ktlrze wegen voraus, dass 
das Bogenelement schon auf die Form ds^zzze^'dxdy gebracht Lst, dass also die 
Differential -Gleichung 1. 0. cfo* = schon integrirt ist. Ich bemei:ke aber ausdiiick- 
lich, dass diese Voraussetzung unnothwendig ist; wie ich bei einer anderen Gelegen- 
heit nachweisen werde*). 

11. Nach Jacobi kennt man einen Multiplicator 

w 3 

der linearen partiellen Diflferential-Gleichimg der geod^tischen Curveji 

j/» j/» J/- 

Kennt man nun zugl^ich eine inf. Transformation B{f) ==^-'--\^r] ^-^yj -^, j die 

die Gleichung A{f) = invariant lasst: 

A{B{/))-B{A{/)) = XA{/), 
so ist nach meinen Untersuchungen (Math. Ann. Bd. XI., pg. 508) der Ausdruck 

•l=^,ogM) + § + ^l + i^-l 

m 

entwoder eine Constante oder aber eine Logjung von A{/) = 0. Ebenso ist £{!) ent- 
weder eine Constante oder eine Losung von A{/)=:0. 
Es ist (Nummer 1) 

dx^ dy ^ dy' dy ^ dy '^ 

und also kommt 

dt 
welche Grosse offenbar nur dann eine Constante sein kann, wenn gleichzeitig : -^ = 0, 

-5 = ist. Bestehen diese beiden Gleichungen, so ist 

Cb3C 



*) Wenn andererseits eine Flache auf eine Rotationsflache abwickelbar ist, so gentigt eine Qua- 
dratur zur Bestimmung ihrer geodatischen Curven, auch dann wenn die G-leichung ds^zn^ nicht schon 

V 

integrirt ist. Hierbei wird jedoch vorausgesetzt, dass die Flache nicht von constantem Krummungs- 
maase ist. 
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f. T ^ dw , dw , drj , d£ 

uud dieser Ausdruck ist nach den Gleichungen (5) und (6) wirklich eine Constante. 

12. Wenn also unsere Flache der zweiten oder dritten Classe angehort, so 
■findet man eine Losung 21 durch Differentiation. Es ist leicht nachzuweisen, dass 
man in gewissen Fallen eine weitere Losung durch Differentiation herleiten kann. 

Ich setze 

J 2 J 1 / .^ dw 1^ dw _\dri ^^d^\ d^ , drj \ 

^~~i J\^i:i'^''^liy'^ dy'^ dx]~~dyy ~ dxY ' 

und bilde den Ausdruck B{I^^ der entweder eine Losung oder aber eine Constante 
sein soil. Es ist 

woraus 

Um zu entscheiden, ob dieser Ausdruck, der nur dann eine Cionstante sein "kann, 
wenn gleichzeitig die Grossen ~=z(i und f=y verschwinden , eine yon I^ unab- 
hSngige Losung darstellt, bilden wir den Ausdruck * 

der wiederum eine Losung ist. Es ist 

• ■ 



-y{m-ri+r§-2ar]. 



Ehe wir weiter gehen, werden wir annehmen, dass die FlSche der dritten 



Classe angehort. Alsdann ist /?=:y = e'"=-3^ = -T^, und also kommt 
andererseits ist in diesem Falle 



dl 



oo 

1st daher die Grosse -~ — i- verscliieden von Null, so ist I^ anabhSngig von 7^, 

so dass wir in diesem Falle zwei Losungen durch Differentiation erhalten. 
Ist dagegen (vergl. hier und im Folgenden § 4) 

$—§ = «= ^''(y)-^»' i^" = ^" = « = Const., 

so ist 

2 [ J. dw , ^ dw 1^ dvi ^^ d^ 

dy ' dy "■ dx 



m-^-P= m-^U"g+n^+2+T'' 



= J5(e«)-|iB(«,).e"-A(2(y"_^<^")_|_X''H-7")e- 

= \ B{e'') _ I (y " 4- *") e- _ I a e\ 

Und da Formel (24) durch die Substitution X^'=F" = a, indem man zugleich mit 
der Grosse e"' = y" — *" multiplicirt, die Gestalt 

(.1 — 2a) (y" — *") + 4(y" — 4>') {(f' + *") — J5(e'^) = 

erhalt, so kommt 

5(/3)-2«/9=^(9''-*") = ^/5, 
woraus 

/. = 5(«) - 4/9» - a* -. (y' + 1 ) ^---^ /9, 

Die Losung I^ —^ — ^i enthalt nach ihrer Form jedenfalls nur die GrOssen x 

und y, und muss somit eine absolute Constante sein. Hiermit ist nachgewiesen, dass 
die Grossen I^ und I^ fur eine Fldche der dritten Classe nur dann unahhdngige lAi- 

sungen stndy wenn die Grosse -— — -~ von Null verschieden ist 

Lass uns jetzt annehmen, dass unsere FlSche der zweiten Classe angehort, und 
lass uns untersuchen, ob I^ und I^ in diesem Falle unabhSngig sind oder nicht sind. 
Jetzt wird 

d^ 



^i=^-yr. y=^^ i.=m-^'-y[^r)-r^+r 



dx 



2a 



Es fragt sich, ob der Ausdruck I^ — KI^ bei passendem Wahle der Constante K 
identisch gleich einer Constanten werden kann. Es ist 

Andererseits ist wegen (14) (15') (16') 
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also kommt 



B{w) — 5 ^1 + ^ = — <Piy) = — Ci = Const. ; 



dy^* dx ' 3 3 

Hieraus folgt die Existenz einer Relation der Form 

WO die Grosse /, die eiiie Losung sein soil, eine absolute Constante seiii muss. Filr 
eine Flache zweiter Classe sind somit die Losungen I^ und I^ niemals unahhdngig. 

Die Bestimmung der geodatischen Curven einer Flache, die auf eine Spiral- 
flaclie abwickelbar ist, reducirt sich nach meinen allgemeinen Theorien leicht auf die 
Integration einer gewohnlichen DiflFerential - Gleichung erster Ordnung. Diese Gleichung 
scheint jedoch nur in speciellen Fallen integrirbar zu sein. 



§ 6. 

* Die Form der Tranaformationa'Gruppe. 

Ich gehe jetzt dazu ttber, alle FlSchen zu bestimmen, deren geodatische Cur- 
ven mehrere inf. Transforinationen gestatten. Diese Transfonnationen bilden in jedeui 
einzelnen Falle eine Gruppe. Daher kann ich inich auf meine allgenieine Theorie 
der Transformations -Gruppen stUtzen (Gottinger Nachrichten 1874, N^ 22, Archiv 
for Math, og Naturv. Bd. I. und III). Andererseits sttttze ich mich auf Untersuchungen 
von Beltrami und Schldfii^ nach denen die geodatischen Curven immer dann und nur 
dann durch eine lineare Gleichung dargestellt werden konnen, wenn die betreffende 
Flache constantes Kriimmungsmaas besitzt. Eine solche Flache lasst sich daher derart 
auf eine Ebene abbilden, dass ihre geodatische Curven die Geraden der Bildebene 
werden. 

Indem ich diese beiden Theorien verbinde, gelingt es mir in diesem Paragraph 
zu beweisen, dass die Transformations - Gruppe der geodatischen Curven nur dann mehr 
als drei Parameter enthalten kann, wenn die Flache constantes Kriimmungsmaas be- 
sitzt. Mit den Flaohen von constantem Krlimmungsmaase brauche ich mich nicht naher 
zu beschaftigen. Denn nach Beltrami^s und Schldfli^s soeben citirten Untersuchungen 
gestatten ihre geodatischen Curven jedenfalls eine achtgliedrige Gruppe, die durch 
passenden Coordinatenwahl die lineare Gruppe der Bildebene wird. Und nach mir 
konnen sie keine mehr umfassende Gruppe besitzen, da die lineare Gruppe der Ebene 
in keiner mehr umfassenden Gruppe dieser Ebene enthalten ist. 
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« 

13. Ich werde jetzt successiv alle Gruppen von Piuikt-Traiisfonnatioiieii eiiier 
Ebene betrachten. Ich stelle dabei die Forderung, dass die betreffende Gruppe eine 
zweifach uiiendliche Curven - Schaar, die sick ntcht durch linear e Gleichungen darstel- 
len lasstj ungeilndert lassen soil. Es ist klar, dass die geodSLtischen Curven der ge- 
suchten Flachen nur eine solche Gruppe besitzen kann, die diese Forderungen erflillt. 

Lass mich zun^chst in meiner AufeSLhlung aller Gruppen der Ebene (Archiv 
for Math. Bd. 3, pg. 138 u. s. w.) alle Gruppen mit einer Untergruppe der Form 
q^ X(x)q betrachten. LSsst eine solche Gruppe eine zweifach -unendliche Curven- 
Schaar invariant, so giebt es jedenfalls Curven in dieser Schaar, deren Gleichung sich 
hinsichtlich y auflosen lasst. Sei y=f(x) eine solche Curve der Schaar. Alsdann 
gehciren sSnimtliche Curven mit der Gleichungsform 

der Bchaar, die hiermit vollstSiidig definirt ist. Aber diese Schaar wird dargestellt 
durch eine lineare Gleichung zwischen den Grossen y — f(x) und X. Gestatten daher 
die geodatischen Ciu-ven einer FlSche die Gruppe g, X{x)q^ oder eine Gruppe, die 
diese zweigliedrige Gruppe umfasst, so hat die FlSche constantes Krllmmungsmaas. 

Lass uns sodann alle Gruppen mit einer Untergruppe der Form 2, yq be- 
trachten. Ll$sst eine solche Gruppe eine zweifach -unendliche Curven -Schaar invari- 
ant, so sei y=/[x) eine Curve dieser Schaar. Alsdann gehoren alle Curven mit der 

Gleichungsform 

y = af{x)-\-b 

der Schaar, die hiermit definirt ist. Sie wird dargestellt durch eine lineare Gleichung 
zwischen den Grossen y und f{x). Gestatten daher die geodStischen Curven einer 
FlUche die Gruppe j, yg, oder eine Gruppe, die diese zweigliedrige Gruppe umfasst, 
so hat die Flache constantes Krllmmungsmaas. 

Hieraus folgt, dass die Gleichung der geodatischen C\u^en jedenfalls nur solche 
Gruppen gestatten kann, deren sfimmtliche zweigliedrige Untergruppen entweder die 
Form p) q oder die Form p^ ^i^"hy3 besitzen. 

Hieraus schliessen wir, dass die Gruppe einer jeden Differential - Gleichung 
2. O. die nicht durch Punkt- Transformation in die lineare Gleichung ^" = Uberge- 
ffihrt werden kann^ eine der folgenden Formen besitzt : 

g,p, a;^ + (]/ + Ax)2; p,xp'\^yq,x'p-\-{2xy^Xy')q. 

Wenn daher die geoddtischen Curven einer Fldche^ deren Krtimmungsmaas 
nicht constant ist^ eine Transformationsgruppe gestatten^ so enthalt diese Gruppe jeden- 
falls nicht inehr als drei Parameter. 
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§ 7. 

Spiratf/dcfieii nut niehreren ccnifortnen infinitesijualen Transforuwtionen. 

Ich bestinime jetzt alle Spiralflacheii, die mehrere conforme inf. Transfomiatio- 
iien gestatten. Dabei kann ich nach dem Frilheren von den Flachen vom constanten 
Krttmmungsmaase wegsehen. 

15. Nach den Entwickelungen in § 2 kann ich annehmen, dass es untei* den 
inf. Transformationen l(^)i? -|- ^(y) ? der Flache keine giebt, ftir welche entweder 'i 
oder ri gleich Null ist. Hieraus folgt, dass die r inf. Transformationen der Gruppe 
sowohl die einfach ausgedehnte Mannigfaltigkeit 2; = Const., wie die Mannigfaltigkeit 
yz= Const, durch eine r-gliedrige Gruppe transformiren. Folglich (Archiv for Math. 
Bd. I., pg. 57) ist r<4, und also entweder gleich 2 oder gleich 3. Jedenfalls giebt 
es 2 inf. Transformationen 

die eine zweigliedrige Gruppe bilden. Und dabei muss 

sein, iudem sonst (^^p, ^»1^) = ®^i^^ mllsste, wjis 

i^ = Const, i^ = ^ b 1 

nach sich ziehen wUrde ; und dann besSsse die Transformation AH^ — TI^ die Form 
v{y)ij wtis nach dem Vorangehenden nur moglich wUre, wenn die Flache constantes 
KxUmmungsmaas besKsse. Wir konnen somit setzen 

und 

^> + '/i?=i^ + ?5 ^.i^ + ^i2 = ^2? + y?7 e*^ = c«**(x — y). 

Es handelt sich darum, die Grossen <P und a weim moglich derart zu bestinnneu, 
dass die Flache auch die Transformation xp-^-yq gestattet. Wenn wir die betref- 
fenden Werthe in die Gleichungen (5) 

rff , .. dw . dw , V d}] , ^ dw , dw -, v 

substituiren, so kommt 

sodass y(y) =/(ic) = m -[- i sein muss. Und w ist bestimmt durch die Gleichung 

dw , rfto ^ 
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wo statt w die Grdsse aX'\-\og<P{x — 7j) zu setzeii ist. Dies giebt 



sodass a = und 



' + ccx = m, 
m x — y ' \ JJ 



sein muss. Hieraus fliesst der Satz. 

Die liotattonsflachej deren Bogenelement die Form 

(29) ds" = K{x — yf dx dy 

besiizt^ und die auf sie ahwickelbaren Fldchen sind die einzigen^ deren geodiitische 
Curven zwei conforme inf. Transformationen gestaiien. 

Das KrUmmungsmaas dieser merkwUrdigen Flaclie ist gleich 

(x — y)'*"'"* 
Ist daher tw == — 2 , so ist das Kjllnimungsmaas constant, sonst aher nichL 

16. Soil die FlSche (29) noch eine dritte .inf. Transformation §{^)p^v{y)q 
gestatten, so mtlssen sowohl die drei Transformationen p^ xpj sp^ wie die drei Trans- 
formationen 5, yq^ rjq eine dreigliedrige Gnippe bilden. Also komien wir (Archiv 
for Math., Bd. L, pg. 57) setzen: ^ = a5*, rj = y*] und diese Werthe mtlssen in (5) 
eingesetzt werden. Dies giebt 

WO e"' = (a; — yY zu setzen ist. Also kommt 

und 

2{x-y) = ip{y)-f{x), <p{y) = B-2y, /(x) = £-2x 
und 

{2-\-m){x+y) = B, 

woraus folgt, dass m= — 2 sein muss. Aber dann hat die FlSche constantes Krlim- 
mungsmaas. Also 

Ausser der Flachen mit constantem Kriimmungsmaase giebt es Jeeine Fldche^ deren 
geoddtiscke Curven mehr ah zwei ccmforme injinitesiTnale Transformationen gestaiien. 

Verlangt man, dass das Bogenelement der FlSche e'" = {x — yY nicht allein 
bei der Transformation p-\-qj sondem auch bei der Transformation xp-^yq inva- 
riant bleiben soil, so lindet man (§ 2, h. 5) dass m = — 2 sein muss. Dies liesse sich 
Ubrigens immittelbar daraus schliessen, dass eine FlSche, die sich in zwei Weisen in 
sich ohne Ausdehnung verschieben ISsst, constantes Krtimmungsmaas haben muss. 
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§ 8. 

Spiraljidcken^ die der snoeUen Flachm^Classe angeh&ren. 

In diesem Panigraphen bestimme ich alle FlKchen, die gleichzeitig der ei-sten 
und der zweiten Clause angehoren. 

17. Da die gesuchte Flache der zweiten Claase angehoren soil, so kann ich 
immer setzen 

und es soil moglich sein, wenn ich setze: y'=.Y{y)^ x' = X{x)j die Form 

e*' = e'"' V{x — y) {w = Const.) 

zu erreichen. Dies giebt die Bedingungs-Gleichung 

[Y<p{x') + <l>{x')] Y'(y)X'{x) = e'" W{x-y)= W, 

WO 

dW_.dW_ j^ 
da: "^ dy 

ist. Setze ich daher: cpX* =f{x)^ <PX* •=-F{x)^ so erhalte ich ziir Bestimmung 
von den drei unbekannten Funktionen F, / und F die Relation 

^{YY'f+ Y'F) + ^^{YY'f+ Y'F)^u>{YTfJr ^'^ 

oder entwickelt 

(30) YY'f + TF' -^-iYY" + Y'^ — (o 77')/+ (^" — cor)i^= 0. 
BesUlnde nun keine Relation der Fomi 

(3 1) Const. / + Const. F' + Const. /+ Const. F= 0, 

so mtissten die Grossen YY\ Y\ yy+r* — coFr und Y' — ioY' stoimtlich 
verschwinden, so daas F= Const, kilme. Dies ist indess unmSglich, und daher kSn- 
nen wir annehmto, dass f\ F\ f und F durch eine oder mehrere homogene lineare 
Relationen verbunden sind. Dabei ist zu bemerken, dass wir von dem Falle, dass / 
und F durch eine Relation der Form F^=.Qo\Mstf=-A.f verbunden sind, wegsehen 
konnen. Denn dann k^me 

e- = {YY'^AY')f{x\ 

sodass die FlSche developpabel wSre. Es bestehen daher jedenfalls nicht mehr als 
zwei Relationen der Form (31). Existirt auf der anderen Seite nur eine solche Re- 
lation, so ergiebt sich, dass ein Ausdruck der Form Y'{A'\-BY) identisch verschwin- 
det, ohne dass die beiden Constanten A und B selbst gleich Null sind. In diesem 

Falle ware daher F= Const., waa an und fllr sich unmoglich ist. 

4« 
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In dieser Weise erkennen wir die Existenz zweier Relationen der Form 

Durch Einflllirung dieser Werthe in (30) kommt 

(32) YV''-\-Y"^{a — (o)Yr'-^yY' = 0, Y" ^(3 YY' -\-{(f — lo) Y' = 0, 

woraus durch Elimination von Y" folgt 

Y'*-\-yY'-\-{a — <^)YY' — ^Y*Y' = 
und da F' ^ ist, 

Y'-\-y^{a — ^)Y—(3Y* = 0. 

Durch DiflFerentiation koninit 

F" -f- (a — J) F' — 2(3 YY' = 0, 

woraus durch Vergleichung mit (32,2) folgt 

1 

a — (^ = J — CO, ai = 2ty — a, /? = 0. 

Bei der weiteren Discussion ist es nothwendig die beiden Ffille, d^ a nnd 
Jz=a separat zu behandeln. * 

18. Sei ziinachflt S^ a. Alsdann warden die drei Gleichuiigen 

/' = «/, F' = Yf+^F^ Y' = {9-a)Y-Y 

in allgemeinster Weise befriedigt, indem man setzt 

Und zwar ist hierbei zu bemerken, dass diese Integral -Gleichungen auch dann gllltig 
bleiben, wenn entweder a oder J verschwindet. Also kommt 

oder durch Wegwerftmg des unwesentlichen Faktors {S — «)-^> indem wir darnach 
AB gleich 1 setzen 

Els steht znrtlck zu untersuchen, ob die hiemiit gefimdene FlSche, die nach ihrer 
Fonn eine Spiralflftche ist, wirklicli zugleich der zweiten FlSchen-Classe angehort, 
Nach den Regeln des Paragraphen 3 fllhren wir die Grosse e^^""^^ als neues y ein. 
Hierdurch kommt 

Wir mtissen versuchen die Gleichmigen (14) zu befriedigen. Es ist 
welchen Werth wir in (14,1+2) 



substituireu. Dies giebt 
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6$-f=/(-) + ^(2') 



6 ( -^ «"• + Ay) ) - 2 =/(^) + <p{y) , 



-- ^ + i=/(4 (L = Comt.) 



a dx 

Ich substituire damach in die Gleichung (14,2) 



' dri 
dy 
Dies giebt 



■/(^))«"+4«"+4''°=^- 



(33) , I « Ar / 



+ |(a2^ e"' + i\r(J e^') -f- 1 -i- y e" + y e^' -f 71 1 e~ = 



woraus wie im Paragraphen 3 folgt, daas 
ist. Hierdurch erhult (33) die Form 



A e«_|_c^_i, + -jlj {ye'"^Ne'^')^^{aye'"^me'') 



+«"'(! 3'«"+f«''+«xi'4-«.)='o, 



woraus 



5 .ax 1 . r I ^1 I .. ^ I 1 



) - « «" + ''x-^ + S + «l+ ■ e- + «. = 0, 



und durch Subtraction und Auflosung 

^~ ad N(d^a) ^d—a 

Indein wir diesen Werth in die eine Gleichung (34) einftlhren, erkennen wir, dass 

sein muss.*) Die hiermit geftindenen Werthe 



e'' = ye"<' + Ne\ | = ^_J, r,=y \-. -^^ e'^' + c^y 



*) Im Texte ist stillschweisend vorausgesetzt worden, dass weder a=:(), noch SzzO ist. Mau 
veriBcirt indess leicht, dass diese beiden Annahmen keine Losung unseres Problems liefern. 
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befriedrigen die Relationen (14) identisch, und dabei bleibt sogar die Constante c^ 
unbestimmt. 

Die geftindenen Gleichiingen erhalten eine sehr bemerkenswerthe Form, weiui 
wir die Grosse e^' als neues x einflihren. Alsdaim wird 

(35) e'' = yx-\^N, |=^ — c^jr, ry = ^ + iN^a:-|-c,y. 

Unsere Flfiche gestattet, da c^ eine arbitrftre Constante ist, die heiden infinitesimalen 
Transformationen 

Jl^ = xp — yq, H^=jx'p^\^-^x'y-\-Nx^q, 

unter denen die erste nur aussagt, dass die FlUcbe auf eine Spiralflache (Rotation Sr 
flSche) abwickelbar ist. 

Nun aber ist klar, da der Ausdruck yx-\-N binsichtlich y und x symmetrisch 
ist, dass unsere Flacbe zugleich die inf. Transformation 

gestattet. Mehrere Transformationen kann unsere FlSche, deren Krtlmnmngsmaas nicht 
constant ist, nicht gestatten (§ 6). Also mlissen H^^ H^ und H^ eine Gruppe bilden. 
Und in der That ist 

Da unsere Fltlche eo ipso die inf. Transformation H^-^H^ gestattet, so gehort sie zu- 
gleich unserer dritten Flftchen-Classe. Also 

Die Fldchen^ deren Bogenelement die Form ds^=:(xy'\-N)dxdy hesiizt^ gekb- 
reji. gleichzeitig unseren drei Fldchen-CRa^sen, 

19. Sei jetzt fy = a^O. Alsdann werden die Gleichungen 

in allgemeinster Weise befriedigt, indem man setzt 

f=Be°% F=yBxe"'-^De''% Y= — yy-\-B. 

Dabei kann man ohne BeschrSnckung i?=l, € = 0, yz= — 1 setzen. Also wird 
e*" = e"' {y -\- D) — xe^'^ wo D ohne BeschrSnckung gleich Null gesetzt werden kann: 

e'' = e^'{y — x). 

Diese FlSche ist nach ihrer Form auf eine SpiralflSche abwickelbar. Es fragt sich, 
ob sie zugleich der zweiten FlSchen - Classe angehort. Wir mtissen versuchen die 
Gleichungen (14) zu befriedigen. Es ist 

^^ = e"'(jj — x\ n = — y— —x + -^J^7r{y), 



— 31 — 

mid dabei erkeriut iiiaii wie frliher, diiss n{y) eiue liueare Fuuktion von y ist: 7i{i/) 
= c^y-^c^. Nun ist 

also kommt 
woraus 

pax pax I r,ax \ pax pax 

und also wird 

pax 

Dieseii Werth und den Wertli von ri substituireu wir in die Gleichung 
Dies giebt 

5 ( ~ + «x ) =/H + <p{y). /(^) = 5 'r + ^^- 

Diesen Werth substituiren wir in (37,1), wodurch koimnt 



fOx pux pax 



was indess eine contradictorische Gleichung ist. Die Annahme ii=^a^{) giebt so- 
mtt Nichts, 

20. 8ei endlich (^ = ^ = 0. Alsdann werden die Gleicliungen 

/ = 0, F' = yL Y' = -y 
in allgemeinster Weise befriedigt, wenn man setzt 

f=B, F=rBx-\-C, Y=-rfj-{-<y, e' = /B{y-x)-y{BS-\-C), 
oder ohne wesentllche Beschranckung 

Man iindet 

und durch Substitution in (36) 

(x4-c^_/)(y_a;)— $-f.y«— 2 -f-c,2^ + c, = 



woraus 
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uiid dutch Substitution in (38) 

. % + cJ-(* + ^) = 2(* + cJ + </'(y) 
was jedoch eine contradictorische Gleichimg ist. Die Annahme S = a = gieht so- 
mit Nichts. 

21. Ich werde zeigen, dass es ausser der geftmdenen FlUchenfamilie e^=ixy-\-D 
keine Flachen giebt, deren geodatische Curven zwei oder mehrere inf. Transformatio- 

nen der Art -^'=0, ^^^0 besitzen. FUr jede solche Flaclie konnen wir nemlich 

setzen 

Ich behaupte, dass Y[y) eine Constante ist. Wir setzen 

dy' = y y dy, 
und fUhren darnach y' als neues y ein. Alsdann soil der Ausdruck e"'' =(?//-[- i^) ^ 
bekanntlich die Fonn y' (p(x) -\- 4*(x) besitzen. Es ist also 

woraus durch Differentiation hinsichtUch y\ indeni ich der KUrze wegen setze 

.J=vH' |='^(^)' y=^^(y')^ 

folgt 

BestSnde nun keine Relation der Fomi: Ayj-\-By^-\-C=Q^ so niUsste 1 gleich 
Null sein, was an und fllr sich unnioglich ist. Existirte andereraeits mehrere solche 
Relationen, so kSme 

Const, ip = Const. W^ Const./= Const. F^ 

und dann ware die Flliche developpabel, welchen Fall wir ausschliessen konnen. Also 
existirt erne Relation der Form : Arp-\- Bxp=l^ woraus folgt, dass 

YJ^ = Ay' + A,, Y/ = By'-^B, 
und endlich 

y=Y, = Cy'i-C,, 



%' VY 
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sodass Y wirklich eine Constante ist. Also kommt 



^ = e- = a^, 
ax ax 



^Jm^=o, v-av,=<P{y)- , 



Hiermit ist aber nachgewiesen, daes unsere FlSche eine inf. Transformation: 

{^t — a^,)p + {v, — ari^)q 

gestattet, welche die Form l(aj)jP -j- y(y) g' besitzt. Und also Idsst sick die Flacke 
ahwicheln auf eine Spiraljtache. 

% 9. 

Fldcheuy die gleidizeitig der zweiien und der dritten Classe angeli6ren. 

In diesem Paragraphen bestimme ich alle FlSchen, die gleichzeitig der zweiten 

und der dritten Flachen-Classe angehoren. 

22. Da die gesuchten FlSchen der zweiten Classe angehoren sollen, so kann 

ich setzen 

e'-=:y'<p{x')-\-4>{x'), 

und da sie zugleich der dritten Classe angehoren sollen, so muss es moglich sein, 
statt x' und y' solche neue Variable x und y einzuflihren, dass. 



wird. Setze ich 



so kommt 



woraus 



oder entwickelt 



YYJ{x) + TF(x) = v/(x +y) + W{x - y), 



{YY'"-^?^Y'Y')f^Y'"F— YY'f— Y'F' = Q. 

Bestande keine lineare homogene Relation zwischen /, F^ f" und F'\ so mtisste 
y = 0, Y =• Const, sein, was an und fiir sich unmoglich ist. Bestande nur eine 
solche Relation, die dann nicht die Form Const. /-f- Const. i^=0 haben konnte, so 
kame jedenfalls eine Relation der Form: (Const. F-f- Const.) y = 0, woraus wie- 
derum die unmogliche Gleichung F=: Const, folgen wllrde. In dieser Weise erken- 
nen wir die £xistenz zweter Relationen der Form 
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F''-\-af^(iF=0, f''-\-Yf-\-SF=Q. 
Durch Einsetzung folgt 

(39) rr"-|-3r'7''+y rr+« r=o, r"+(jyy'+/?r=o, 

und durch Elimination ^von Y'" 

worans durcli Division mit Y' und Differentiation 

• 3 Y'" — 2<yY r +(/ — /?) y =0, 

woraus durch Vergleichung mit (39) folgt, dass fJ = 0, j>' = 4/3 ist Zur Bestim- 
mung von /, F und Y erhalten wir somit die Gleichungen 

(40) f'' = -A[if, F'' = -fiF-af, V^-pY-l, 

bei deren Integration wir verschiedene Falle separat behandeln mtlssen. 

23. Lass ims zunSchst annehmen, dass /? ^ ist. Alsdann werden die 
Gleichungen (40) in allgemeinster Weise befriedigt, wenn wir setzen 

r=-3"^ + G'sin(yf^ + ;.), /=X8in(2xV/3 + i), 

woraus folgt 

oder da wir ohne wesentliche BeschrSnckung (r=l, L=l, /?=!, A = 0, / = 
setzen konnen: 

e* = -J- sin 2cc . sin 2?/ -[- Jf sin {x -f- /^) cosy. 

Um zu untei'suchen, ob diese Flache der zweiten Classe angehort, fUhren wir sin y 
als neues y ein. Alsdann konimt 

e"" =z^m2x.y-^M^m(x-\- fi) = -J^ 
und durch Integration hinsichtlich x 

n = — ^^y — ^co8(a;4-.u)4-Ciy-f c,, 
wo die Integrationsconstante bekanntlich eine lineare Funktion von y ist. Ich sub- 
stituire in die Gleichung \-^^ — «>^(^)H*"H~^ ;i^ ^'^"l"'? ^r" ^'*' = ^- ^^'^^ giebt 

?i — -^2 ^ — / ( y . sin 2ic -|- Jf sin {x -\- fi)j -\-^ (2yco&2x-\- Jf cos {x -f- ,«)) 

-f- ^ — y — Jfco8(a:-|-,a)-|-Ciy-|-C2 8in2x = 0, 
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woraus durch Zerlegung und Auflosung 

( Ci — - ''Z "" j sin (x + ^) _ ^ij -^ cos (j: + ^i)j sin 2 .r 
cos (jr -j- /i) — 2 sin (.r -f- ^) cotg. 2 a* 

/=2ci — cos2x-f-2cotg. 2x.j^. 
Auf der anderen Seite besteht bekanntlich (14,2+3) eine Relation der Fonu: 
6 ,/ — ," =f(x)~\-(p{y)^ wo 9)(y) = Const, sein muss. Also kommt 

^^ = jE— 2 cos 2a: — 2 cotg. 2x. §. 

J)iese Uneare Differential -Gleichung integriren wir und finden somit, dass ^ die Fomi 

.^ H — £co8 2x + cos^ 2a; 

^~ 2 sin 2 j: 

besitzen muss. Und da diese Form init der frllher gefundenen identisch sein soil, 
kommt 

(// — EcoH 2x-\- cos* 2x) i cos {x -[- /ti) sin 2x — 2 sin {x -|- /i) cos 2x] 

= 2 sin* 2ic J j Ci sin {x -|- /t) — -t^- — cos {x -|- u) sin 2x > , 

woraus 

(//—^(2cos»a:—l)-f-(2cos*a;— !)*)(— 2cos*x + 2)co8/(. 

art « \ 2 / I 2coB*a:+l ^ Cj 

= 8(1 — COS cc) COS X COS .u Ci H ^-- 2 cos a; -j^r^ — 

^ ^ I 2 iWCOSfl 

(//— J5;(2cos*x— l) + (2cos*x— 1)*)(— 2(1— cos^a;) — 2(2cos'x— l))sin.a 

= 8 (1 — cos* a?) cos* a: Cj — ^^^ o~ "] — ^ (^ — cos* a;) sin fi. 
Ware nun sowohl cos/i wie sin it verschieden von Null, so kSme 
r,z=0, ^+i;+l = 0, _2^-4 = 4Jc,+ 2 j, 

^+i;+l= -4(c,- ^ ) , -2A^-4 = 4(c,-|)-4, 

welche Gleichungen indess contradictorisch sind. Also muss entweder sin/i oder 
C08,u gleich Null sein. 1st sin/i=0, so wird c*'=:sin2a:.?/-|- J/sina:, oder wenn 
wir cosx als neues x einfllhren: 

e^=~2xy — M, 

sodass wir die in dem vorangehenden Paragraphen gefundene Flachenfamilie, die 
wirklich gleichzeitig unseren drei FlSchen - Classen angehort, wiederfinden. 

5* 
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Ist cos/x=:0, kommt 6**=^ .siii2a:-[--^C08ic, oder wenn wir sin a; als neues 
X einfiihren: e*' = 2ic?/4"^? sodass die Hypothese cos^ = dieselben Flachen, 
wie die Annahme sin/i = liefert. 

24. Sei jetzt 13 = 0. Alsdann werden die Gleichungen 

/'' = 0, F'^-af, Y" = - I 
in allgemeinster Weise befriedigt, wenn wir setzen 

f=Ax-\-B, Y=-ly^-\-/3y-^r, F=- aA ^-aB ^-\-Cx-^D. 

Also wird, wenn wir Y als neues y einfiihren 



e" 



'j=.y(A. + B> + U "^ ..^ ?«..+ OxH-i>), 



1=!i{a^-^Bx+e] + [-'^^'-^x- + C'-+J)x + f]. 



Wir substituiren in die Gleichung 



Dies giebt 

= \^A^^-\-Bx-\-E-/^y{Ax-{-B)-aA''^—aB'^-\-Cx-\-D^ 

+ i^Ay-aA''^-aBx+C^§+{Ax+B)\^y{A'^+Bx+E)-aA~-aB^- + C^ + Dx+F^, 



woraus 



I 

Andererseits ist 6 ~ — -.- z=zf{x) -\- (p{y)'f woraus 
(42) 6[a ^-^Bx + e] - -jl =fix)-\-L. 

Nun aber ist (41,1) {Ax-{- B)f= 2{A-^-\-Bx-\-EYAx-\-B)-{-AI Also kommt 
durch Elimination von / 

a[^A''*^ + BxJ^K^^{Ax-\.B)-{AxJ^B)§ = A^J^L{Ax^B). 
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(43) -^{{Ax-\-B)s) = 4[A''^-\-nx-\-E]{Ax-\-B)-L{Ax-{-B). 

Setzeu wir nun zun^clist voraiLs, class A^O ist, so konnen wir 4=1, 
^ = setzen. Also kommt 

^{§x) = 2x'-\-4Ex-Lx, x§ = -lx*-^^^^-x'-\-K, 

woraiis 

^_ 1 ,1 4J?— Z. .K d$_Z ,.4E—L K 



— — • 



Also wird (42) 

/{x) = 2 *' H 2— + -^* • 

Wir substituiren die gefiindenen Werthe von f{x) und | in (41,2). Alsdaini wird der 
Coefficient von x^ gleich — ^. a, Und folglich tst die Grosse a gletck Null. Also 
wird e'^ = yx-\-Cx-\' D oder da wir C=0 setzen konnen: 

e'' = yx-\-D, r,=y^*-\-Ey-\-Dx-\-F, g^=^^ + <?x+f , 

wobei wir zur nHheren Bestiramung der Constanten die geftindenen Werthe in (41,2) 
substituiren konnten. Dies ist indess unnothwendig, da wir schon im vorangehenden 
Paragraphen die allgemeinste infiiiitesimale Transformation der FlSche e*^ = yX'^D 
bestininit haben. 

Sei jetzt A = 0. Alsdann konnen wir Ji^O annelimen, indem die Flache 
sonst developpabel wSre. Insbesondere konnen wir B=l setzen. Alsdann wird 

e' = y- l-x*-\..Cx-^D, r,=y{x-^ E)-}x''-^ ^- x'-\-nx-\-F; 
d^ 



da 



= 4(x-{-E) — L, ^ = 2x'-\-{4E—L)x-{-K, f=2{x-^E). 



Wir substituiren diese Werthe in (41,2), und bemerken dabei zunHchst, dass der 

5 
Coefficient von x^ gleich — a ist, sodass a = sein nmss. Also kommt 

— {x-\-E){Cx-^D)^C(^2x'-^{4E—L)x^K)^C''^-j-Dx-^ 
scxlass C=D, und somit die FlSche developpabel wird. 

25. Gestattet eine FlSche die beiden inf Transformationen $ip-\-fiiq und 
SiP + Vi^^ wo 

1^1 _0 i'lA^O '^^«::^0 "^'=0 

dy '^ dx ^ dy * dx ' 
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so gestattet sie zugleich die Transformation (^i-|-ls)p-|-(^yi -{"^/a)? ^^^ gehort somit 
sowohl der dritten wie der zweiten Classe. Die einzige Fldchenfamilie^ die dieser An- 
nahme entspricht^ ist daher e'"=zyx-\- D, 



§ 10. 

Bestimmung aUer Spiraljlddienj die der driiten Classe angelwreri, 

Indem ich mir jetzt die Aufgabe stelle, alle Spiralflachen zu finden, die zugleich 
der dritten Classe gehoren, kann ich von denjenigen schon bestimmten FlSchen, die 
zugleich der zweiten Classe angehoren, wegsehen. Zugleich kann ich wegsehen von 
den Flachen e'°=-{x — yY^ die zwei conforme inf. Transformationen gestatten. 

26. Hiemach kann ich annehmen, dass die gesuchce FlSche nur eine Trans- 
formation ^(^)/>-f-^y(y)27 etwa ^-|-2, und eine oder mehrere Transformationen 

§>+^2, wo ^^0, -^j;^o 

gestattet. Nach meinen Untersuchungen Uber Transformationsgruppen kann ich dabei 
immer annehmen, dass p-\-q und ^p-f-^/ff ^^^® zt^^gliedrige Gruppe bilden: 

Ist hierbei €^^0, so fllhre ich statt p-\-q^ und lp-|-^3 die beiden Transformatio- 
nen (p-j-?) ^'^d ^p-|-^/2"l" ^ {P'\~^ ^^^* Hierdurch erkenne ich, dass ich 

wenn f ^ ^ ist, immer ohne wesentliche BeschrSnckung €,= 1, 6i = setzen kann. 
Ist dagegen €, = 0, so fllhre ich, wenn 6^ ^ ist, statt lp-|-"^2 die Transformation 

(^pH"^?) ®^^5 ^^d erreiche hierdurch dass «i gleich 1 wird. Endlich ist es 

denkbar, dass gleichzeitig «i und e^ gleich Null sind. Hiernach konnen wir uns auf 
die Betrachtung von den drei Fallen 

beschrancken. 

27. Ich setze (p-|-g', ^/^"|~^?) = Ki'"h3)? woraus folgt 

d^ j^dS, J. drj ^^drj 

und durch Integration, indem man die unwesentlichen Integrations - Constanten weg- 
lasst, 

^*=/(^ — //) + ^^'7 ^y = y(^ — y) + ^y- 
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Da die Flache eine Spiralflache seiu soil, so ist e*^ =z e'^'' X{x — ?/); aber audererseits 
ist X-f- = e'"= Y{y) -~- , also koranit 

- X.f{x -y) = e«^ l(x -y)=Y. <p\x — y). 

Also kaim man, indem man mit K und L zwei (Jonstanten bezeichnet, setzen 

X=:Ke^% Y=Le^\ l{x — y) = — Kf\x — y) = Le'^'^^ip\x — y). 

Nach den Regeln des Paragraphen 4 fUhren wir jetzt neue Variabeln x^ und y' ein, 
indem wir setzen 

dx' = dxyK.e^\ dy' = dyYL.e^\ 
woraus durch Integration (wenn a ^ ist) 

x'=a; +/? = — ^-e* , yj^y = ----e' =y' 



Nun ist 



2 , ax'' 2 , ay" 

X = — loff — -=z . y= log — - , 



und durcli EinfUhrung der neuen Variabeln x' und y' (oder x" und y") kommt 



6*^ 



"!^-(i■^^)!=«(?)=«w• 



Es soil miiglich sein p-^ auf die Form i//(x'-|-y')-[- ¥^(a;' — y') zu bringen. 
Hierdurch kann bestimmt werden. Es ist 

rf© 1 did d^Q 1 d[*® d© x dC") d^e x"^ d^Q . ^ ,r" <Z© 



' I « U ^"^ //• 1 O 4 7 * — — "*"^ «• f J 



+ 2 



dx' y" dw dx'^~y"^ dco^ ' dy' ~ y"^ dco dy'^~ y"^ dco^ ' y"» rfw 
und durcli Einsetzung kommt die Gleichung 

;^,- (1 — cy*) — 2ct>-^ = 0= y- '(l_cy*)--[ , 
aw* ^ ^ aco dcj |^ ' aw j 

deren allgemeine Losnng ist 0:=iMAog -j^T H~ ^' "^^^ konunt, da wir if = 1 
setzen konnen 

Dabei ist f = ~j, , ij'^-vy; also kommt durch Integration 
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r=\{x''-\-y'')log{x"-j-y")-\-{x"-y'')\og{x"-y")\-^Ny"-\-X,{x"), 
ri'=\{x''+y'')\og{x''-\-y'')-{x''-y'')log{x''-y'')\-\-Nx''-{.Y,(jf''). ' 
Zur Bestiminung von Xj und Y^ benutzen wir die Gleichungen 

Die erste giebt diirch Division mit x" 



;(i+j-.)iogii+f.)+(i-i„)iog(i--,.);+^f.+2iog.'+^j.+ 



x" 



woraus 



2 log X" + ^P = ^^ log ^^ + P, (P= Const.) 



a€ «, a^" 



X.Cx") = - 2X'' logx" + y x" log 2 ;^ + i^^% 



Eine analoge Rechnung giebt 



««../M^^ «y 



// 



y,(y'') = -2y''logy'' + 7y''log^ + ie. (i2 = Const). 

Indem wir zu den Bezeiclinungen in § 4 ziuilckkeliren, konnen wir setzen 

^' = {x"-{.y'')log{x''-{.y")-\-^-{x"-i-y"), <P' = {x''-y")\og{x'' -y")- ^{x" -y") 

9,'' = log(a;''+y') + l + -f , 4>'' = \og{x''-y")-\-l--j 

*"'=..l7 , r = -2y''logy'' + f yMog^ + ii/. 

Diese Werthe milssen in die Fundamental - Gleichung (24) eingetragen werden. Hier- 
durch k^me eine algebraische Relation zwisclien x" und y^ und den folgenden Lo- 
garithmen 

logK + y"), log(x''-.y''), logx% logy". 

Da dies inde«8 unmoglich ist, so erkennen wir, daas die Hypothese a ^ keine 
Flache liefert. 

28. Lass uns sodann annehmen, dass a=0 ist. Alsdann konnnt wie frtlher 
i=Ax-y)-\-ex, n = <P{x-y) + iy, e' = Ux-y) = X{x) ^^Y(y) ^ 
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woraus 

X= K' = Const. , Y=L'=z Const. 

Wir fUhren wiederum neue Variablen x' und y' ein, indem wir setzen 

dx' = Kdx, dy' = Ldy] x'' = x' ^(i = Kx, y" =y' '^y = Ly. 
Es ist 

~^ dx'dy'~ KL ~KL \K L 

Aber anderei-seits soil e"' die Form i/;(x"-j-y")-{- V^(a;'' — y'') besitzen. Also muss 
JL die Gleichung 

befriedigen. Und daher sind zwei FfiUe denkbar jenachdem K* — L* gleich Null 
bder verschieden von Null ist. Ist K* — L* ^ 0, so ist 

uud 

aber andererseits ist 

t 

also folgt 

♦• CLy^DLxy-^Ly*^X, = Kf{x-y)-\-Ktx, 



und 



CKx-{-^Kx*--DKxy-\-Y,=iL(p{x — y)-\-Lty, 
X,= -l^^^-x*-\-{K,-CL)x + A, Y, = ^-^y*-\-{Le-CK)y-\-B, 



und endlich 

DL Ix" y"]* , Ke— CL „ 



^ —- 2-lz-x +— ^— -''+cy+^ 



r 



DKIx" y'Y , Le-CK . ^ 
Die gef linden en Werthe substituiren wir in die Gleichung (22) [sieh auch (22")]: 

Hierdurch finden wir eine Gleichung, welche zeigt, dass DK und in Folge dessen 
D verschwindet. Dann aber wird e"' = Const. , und somit ist die betretfende Flache 

6 
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developpabel. Die Annahme K^ — L* ^ giebt daher jedenfalls nur developpable 
Fldchen. 

Sei jetzt K=±L^ z. B. K=-^L. Alsdann konnen wir oline Bescliranck- 
ung K= L=l setzen. Also konimt, wenn ich X{x — y) = f^\x — y) setze, 

Aber frllher fanden wir ^=zf(x — y)-\-€x^ 7j = (p(x — 2/)^~*^• -^^^^ kommt 
und wenn wir zu den Bezeiclinungen in § 4 zurlickkehren : 

Diese Werthe substituiren wir in die Fundamental -Gleichung (24) und erhalten da- 
durch zur Bestimumng von u eine Gleicliutig der Fonii 

Um dieselbe zu integriren, setzen wir : a — €{x — y) -[- /? z= j/, woraus 

welclie Gleichung man nach bekannten Regeln integriren kann (N^ 10). 

Es 2st eo ipso einleuchtend^ dass alle Fldchen^ die man in dieser Weise erhdlt^ 
gleichzeitig der zweiten und der dritten Classe angehoren. Dabei verificirt man leicht, 

dass die beiden Transfomiationen 

• 

H,=p-\-q, H, = (^ex — ,u{x — y)-\-'R)p-{-(^sy-\-fi{x — y)-\-S)q 
in der verlangten Beziehung stehen, denn es ist {Hi H^ = eHi. 

x 

29. Sei jetzt (^-f-g', li^-f- 'y?) = ^i?4-^/27 woraus 

^ I <^^ > ^\^^ 

(44) i = e'/{x — y), tj = e" (p{x — y). 

Da die Flfiche eine SpiralflSche sein soil, ist e'° = e'"i.{x — y), und da sie zugleich 
der dritten Classe angehSrt, ist 

j:(.)f=.-=y(y)g, 

- Xe'f\x — y) = e^' l{x — y) = Ye^ <p\x - y). 
Also kann man, indem man mit K und L zwei Constanten bezeichnet, setzen 

X=K^e^^-^^% F=Z«6<«-^>^ 

Naeh den Regeln des Paragraphen 4 ftlhren wir neue Variabeln x' y' ein, indem 
wir setzen 
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woraus, indem voir den Fall a = 1 atisschliessen 

woraus 

2 , (a— 1)*-" 2 , (a— l)y" 

Nun ist 
TJnd also komnit 



e''' = x"«-^0 % =x^'«-^0(w). 



Aber andererseits wissen wir, dass e""' die Fonii {p(x'' -^y")--\-V(x'' — y") besitzt, 

d^ . d^ ,' 
und dass dalier -^ „^ e*' — -,- „^ e"'' = 0. Also iindet man zur Bestimmung von die 

Gleichung 

^ ^ aw* a — 1 dio 'a — la — 1 ' 

deren allgemeine Losung ist = iy(l-|-£o)""'*-[~^(l — ^Y"^ i woraus folgt 

e- = L{x''^f)^^^M{x"-y''f^^ = ^. 

Dabei ist f'= , , rj= —^ und also kommt durch Integration, indem wir den 
Fall a = — 1 ausschliessen 

r = ^ LK+y")"^^- ^-^ M{x"-y'')^^-\-X\ 
Nun aber ist 

V'=-^V=^^y'''e»<p{x-y)=.y''"^^<p[^l 
Und also besitzen X' und Y' die Form 

X' = i2ic"«-% Y' = Sy'^-\ 

von i2 und ^S zwei Constanten sind. 

6* 



— 44 — 



Wir kehren jetzt zu den Bezeichnungeii des* Paragraphen 4 zurUck. Es ist 



2 



if" =L{x"-\-y'')''-\ *" = — M{x" — y"Y-'\ 



3 — o 



8 — a 



Diese Werthe sollen wir in die Bedingungs-Gleichung (24) 

— 2(^>'" + 2</>'0"' — Z V" — *'") — Y\^>''' + *''0 

substituiren. Dabei werden alle Glieder der hervorgehendcn Gleichung, ausgenonnnen 

4 
A{(p^' — 0") homogen hinsichtlich x"y" von Dimension ^; wahrend ^(<p"— *") 

2 . 

homogen von Dimension -. ist. Also schliessen wir zmiachst, dass J. = 0. Es ist 



(4y--2<yV"):x''"-'= 4 -^^i»(l-[-a,)«-S 

4 _4_ 

(_ 40"' _|_ 2*'*'") : x"^i = — 4 ^ " j M\l — u))'-' , 



{ — X" (p" — X'<p"') '. x""-' = -R L 



3 — a^ 



^+|(l + co)«- + ^l-j-(l + <- 



a+1 



8 — o 



(Z''t^''4-X'0"') : x'"'-' = -RM ^3; (i — f,,)"-!-!-.-^ (i_to)«-i 



4 



(_ y,^"— yy") : a;"''-i = ->SL 



2 



o-i 



a 



tt+i 



J — o 



(a 



(l + (o)''-'-}-^-_ to"-* (1 + tu)"-* 



(F"*"— Y'4>"') : x'"'-' = -SM 



2 



a— I 



0+1 



» — o. 



0) 



(1-0))"-'— _ t»''-'*(l-to)'— ' 



und da die Summe der linksstehenden Glieder gleich Null ist, so verschwindet auch 

2 

die Summe der rechtsstehenden Glieder. Setzen wir jetzt zunSchst voraus, dass - .. 

keine ganze (positive oder negative) Zahl ist, so erkennen wir durch Keihenentwicke- 
lung nach den Potenzen von w, dass die Summe der beiden letzten rechtsstehenden 
Glieder gleich Null ist. In Folge dessen ist 

5(X + if) = 0, S{L-M)z=0 

woraus, da L und M nicht beide verschwinden dtlrfen, folgt, dass S gleich Null ist 
Und da die Grossen cc" und y^' gleichberechtigt sind, schliessen wir, dass auch R 
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gleich Null ist. Unsere Bedinguiigs - Gleichung reducirt sich daher auf die beiden 

ersten Glieder, deren Summe nur dann verschwindet, wenn a gleich Null ist. Ist 

2 . 

andererseits — ^ eine ganze negative Zahl (doch nicht — 1), so erkennt man ganz 

ebenso, dass R und S gleich Null sein mtissen, und dass jedenfalls nur die Annahnie 
a:=0 eine Losung unseres Problems liefern kann. 
Die Annahme a = Hefert die Flciche 

die auf eine Uotaiionsjidche abwickelbar ist^ und gleichzeiiig der dritfen Cldsse an- 

geJwrt. 

2 

Da die Annahme — ,- = — 1 auf den schon frllher ausffeschlossenen Fall 

a— 1 ^ 

2 

a = — 1 fllhren wllrde, so steht jetzt nur die Annahme, dass — . eine gan^e posi- 
tive Zahl ist, zurlick. In diesem Falle werden samtliche Glieder unserer Bedingungs- 

2 

Gleichung ganze Funktionen von cy. Elementare Ueberlegungen zeigen, dass * - = 1, 

M=:iL sein muss. Hiermit erhalten wir die Fldche (§ 7, N^ 15) 
die drei versckiedene injinitesimale Transformationen 

gestatiet, Man verijicirt leichf^ dass dieselhen eijie dreigliedrige Gruppe bilden. 

, Die frllher ausgeschlossenen Falle a = ±l liefern, wie ich bei einer anderen 
Gelegenheit naher nachweisen werde, keine Losung unseres Problems. Im Uebrigen 
behalte ich mich vor, einige im Vorangehenden angeregten Fragen*) zu behandehi. 

December 1878. 



*) Man kann verlangen, dass die Differential -Gleichung der geodatischen Curven eine Losung 

der Form /o(^y)t/"" +./i 3/'"+^ +/2y'*+*H h/«./"*"^", wo m eine ganz beliebige Zahl, w eine 

ganze Zahl, /^ . . ./„ Funktionen von xy bezeichnen, besitzen soil. Es ergiebt sich, dass es immer 
ausgedehnte Flachenclassen giebt, die diese Forderung erfuUen, weldie Wertlie audi m und n halteii 

mogen, Ist w=i ^ , w=l, so erhalt man die RotationsflSchen ; ist ?w = — 1, n = 2, so erhalt 

man die IjhuviUeschen Flachen e'°=iff(a;-\-i/)-\- V{x — y)] ist endlich m = 0, nz:l, so erhalt man 
die Flachen ^"^ly y(^) -f (Z>(.r); u. s. w. Dies giebt ein neues Classifications -Princip der Flachen. 
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